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Let K be a quadratic imaginary number field, f  an integral ideal in K and K(f) 
the ray class held module f  over K. For certain extensions K(f)/K(f*), f*lf, it is 
shown that the ring of integers in K(f) is a free rank one module over the associated 
order (1.2) of K(f)/K(f*) in the group ring of Gal(K(f)/K(f*)) on K(f*). The asso- 
ciated order and generating elements are both constructed by elliptic functions. 
c: 1991 Academic Press, Inc. 
1. EINLEITUNG 
Sei K ein imaginar-quadratischer Zahlkorper, f ein ganzes Ideal in K und 
K(f) der Strahlklassenkorper modulo f iiber K. Aufgrund der geometri- 
schen Analogie der Erweiterung K( f )/K( 1) zu den vollen Kreiskorpern ist 
zu erwarten, da8 man hier, gesttitzt auf elliptische Funktionen ahnlich 
explizite Ergebnisse iiber die Galoismodulstruktur erzielen kann, wie sie 
durch Leopoldt in [S] fur die Kreiskiirper gefunden wurden. 
Wir betrachten Erweiterungen der Form 
N/Mmit K(l)cMsN&K(f) (l-1) 
und haben es im Hinblick auf [S] mit folgenden Teilaufgaben zu tun: 
(a) Bestimmung der assoziierten Ordnung 
A N/M= {YEMGIDNYEDN) (1.2) 
im Gruppenring von G = Gal(N/M) tiber M, wobei DN den Ganzheitsring 
in N bezeichnet. 
(b) Konstruktion geeigneter galoiserzeugender Elemente 8 und 
Faktorisierung ihrer Resolventen, urn daraus, wenn mbglich, in Analogie 
zu [8] eine Aussage der Form 
DN = 6x4 N,M (1.3) 
herzuleiten. 
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Die ersten Ergebnisse in dieser Richtung von Taylor und Cassou- 
Nogds in [l] sowie Chan in [Z] beziehen sich im wesentlichen auf die 
Erweiterungen 
fur Primideale p der Hauptstrahlklasse module I, wobei I= 4 oder eine 
ungerade Primzahl ist. 
Wahrend das erste Teilproblem in [ 1 ] und [2] fur die betrachtete 
Korperklasse vollstandig gel&t wird, gelingt eine Aussage der Form (1.3) 
jedoch nur im “zerlegten Fall” p # p. In den anderen Fallen erzeugt das 
dort konstruierte galoiserzeugende Element 9 nur eine Teilordnung des 
Oberkorpers. 
AuDerdem stellt sich die Frage nach geeigneten galoiserzeugenden Ele- 
menten und Aussagen der Form (1.3) fur die “natiirlichen” Erweiterungen 
K(P ‘+“)/K(P’)> 1 < m < r, (1.5) 
mit einem beliebigen Primideal p in K. 
In der vorliegenden Arbeit werden die Probleme (1.2) und (1.3) fur eine 
gegeniiber [l] und [2] wesentlich gr6Bere Klasse von Erweiterungen 
gel&t. Ein Ergebnis vom Typ (1.3) ergibt sich dabei insbesondere fur die 
im folgenden Tableau aufgefiihrten Erweiterungen K(p’+“)/K(p’) mit 
einem beliebigen ungeraden Primideal p in Abhtingigkeit vom Zerlegungs- 
verhalten von 2 und p = Min(p n N) in K: 
I P=PP p=p’ P=P 
In allen anderen Flllen, insbesondere such im Fall p 12, erhtilt man 
eine Aussage von Typ (1.3) stets nach Verschiebung der Erweiterung 
K(p’+“)/K(p’), 1 d m < r, mit einem geeigneten Strahlklassenkorper. Eine 
Erklarung fiir die Notwendigkeit dieser Verschiebung ergibt sich aus 
dem Studium der Beispiele (2.7), die aufzeigen, daB man beim Versuch 
der Herleitung von (1.3) fur alle im Tableau nicht erfal3ten Fllle auf 
prinzipielle Schwierigkeiten stoat. 
Grundlage bei der Konstruktion galoiserzeugender Elemente in den 
Sltzen 2.1, 2.2 sind anders als in [ 1 ] und [Z] elliptische Einheiten und ihre 
Resolventen, die mittels der hier hergeleiteten Former (3.19) faktorisiert 
werden. 
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Ausgangspunkt bei der Konstruktion von A,, ist wie in [l] und [2] 
das Additionstheorem einer elliptischen Kurve. Durch Betrachtung ellipti- 
scher Funktionen wird dabei einmal die Ausdehnung dieser Konstruktion 
auf die griiBeren Korperklassen (2.2)(2.6) erreicht. Zum anderen konnen 
auf diesem Wege die in [l] und [2] auftretenden formalen Gruppen und 
die lokale Klassenkorpertheorie vermieden werden. 
An dieser Stelle miichte ich Herrn A. Frohlich fur die Anregung zu dieser 
Arbeit und den Herren J. Ritter und M. Taylor fiir ihre niitzlichen 
“lokalen” Kommentare danken. 
Der folgende $2 enthalt die Hauptresultate der vorliegenden Arbeit. In $3 
werden die fur die Satze 2.1, 2.2 grundlegende Formel (3.19) uber die 
“Resolventenfunktion” hergeleitet und in §4 die Grundlagen aus der kom- 
plexen Multiplikation bereitgestellt. Der 55 behandelt die fiir die Konstruk- 
tion von A,,, beniitigten Modelle elliptischer Kurven. Die Beweise der 
Satze (2.1) (2.2) und (2.3) sind in 96 und 57 enthalten. 
2. ERCEBNISSE 
Seien g, g* ganze Ideale in K mit 
9* 191 B*2 (2.1) 
und I ein ganzes, zu gCj teilerfremdes zusammengesetztes Ideal von K, 
1= Min(l n N ) sei die kleinste nattirliche Zahl in I. Hiermit betrachten wir 
die Erweiterungen 
N= m3), M=mg*), 
1 ungerade oder 4 ( I, 
N = m), A4 = K(Ig*), 
N= m3), fv= m*), 
N= J4!3), M=m*), 
ggT(Norm($)-,,/)=I, 
(2.2) 
g beliebig, I Primzahl, (2.3 
9 wwade, ggT(g, 9) = 1, (2.4) 
g ungerade, zusammengesetzt mit 
pnp;+m,, !3*=rh$ 
1 <m; < Tj, fallspj#@,, 
O<m,dri-- 1, 2 d ri + mi, falls grad pi = 2, 
(2.5) 
O,(miQri-2, 4 d ri t mi, falls pi iiber Q verzweigt ist, 
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N= K(w), M= K(q,g*h 
q, = q, Primidealteiler von 2, g ungerade mit 
g=npj,+m,, g*=n?Jj’, 
r; = m j = 0, falls p, # F,, 
l<m,<rri-l, falls grad pi = 2, 
1 <m;6ri-2, falls pi iiber Q verzweigt ist. 
(2.6) 
G bezeichne die Galoisgruppe von N/M und X die Charaktergruppe von G. 
Es gilt dann 
SATZ 2.1. Sei N/M wie in (2.2), (2.4) oder (2.5). Dunn gibt es eine 
Einheit E E N mit 
,fiir alle x E X. 
Bemerkung. Die im Beweis konstruierten Zahlen E sind in den meisten 
Fallen elliptische Einheiten. Dies gilt fur alle Erweiterungen vom Typ (2.2) 
und im Fall g= ge2 oder, wenn g zusammengesetzt ist, such fur die 
vom Typ (2.4). Fur die Erweiterung vom Typ (2.5) gilt dies unter der 
zusatzlichen Voraussetzung (6.41). 
Eine im Hinblick auf das Theorem 3.3 in [ 1 J interessante Variante von 
Satz 2.1 ist der 
SATZ 2.2. Seien N]M wie in (2.3) oder (2.6). Dunn gibt es ein 8 EN mit 
(fl,x) := c HOj(f+ 
UEG 
ftir alle x E X, wobei 6 die Faktorisierung 
l/@(g*) - I/Q(g) > falls g = p” eine Primidealpotenz ist, 
sonst 
hat. @ bedeutet hierin die Eulersche Funktion in K. 
Durch Bestimmung von A,,,, ergibt sich dann aus den Satzen 2.1 und 
2.2 der 
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SATZ 2.3. N/M erfille eine der Voraussetzungen (2.2)-(2.6). Dann gilt 
8A -nN N/M - 
fiir jede Zahl 0 E n N mit der Eigenschaft 
ftir alle x E X. 
Bemerkungen. (1) Man beachte, da8 Erweiterungen vom Type (1.5) 
nicht nur in (2.4), sondern such in (2.3) bzw. (2.6) enthalten sind, sofern 
2 in K zerlegt bzw. verzweigt ist. In diesen Fallen gilt nlmlich K(2g) = K(g) 
bzw. K(q,g) = K(g) mit q: = 2 fur jedes ungerade Ideal g. 
(2) Im Hinblick auf die in (2.5) gemachten Voraussetzungen sind 
zum Beispiel die Erweiterungen 
N=K(pn+‘), M = K(F;(p”) mit 
K= Q(n), p2 = 3, n = 2 oder (2.7) 
K= Q&4), p2 = 2, n = 3 
von Interesse. Hier gibt es keine Zahl aus D, mit der Eigenschaft von 
Satz 2.1, da man in diesen Fallen 
zeigen kann. 
(2.8) 
(3) Die Aussagen der Satze 2.1 und 2.2 fur die Korperklassen 
(2.2)-(2.4) sind in abgewandelter Form such unter der schwacheren 
Voraussetzung 
9019* mit gO:=fl p (2.9) 
PI!? 
richtig. An die Stelle der Charakterwerte j(a) treten dann gewisse von cr 
abhangige Einheitswurzeln, die der Herkunft nach Charaktere von g* 
modulo g sind, sich aber nicht mehr als Charaktere von G(N/M) deuten 
lassen, weil in (6.5), (6.18) und (6.26) unter der Voraussetzung (2.9) nur 
eine Bijektion vorliegt. 
(4) Die Voraussetzung iiber 1 in (2.2) kann man ebenfalls 
abschwachen zu 
I+(l), falls 1 ungerade, 
411, falls 1 gerade. 
(2.10) 
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Bei der Faktorisierung der Resolventen treten dann jedoch aul3er g/g* 
noch Primidealteiler von 1 auf. 
Die Beweise der Satze 2.1 und 2.2 werden im Folgenden so gefiihrt, daB 
die abgewandelten Aussagen deutlich werden. 
3. ELLIPTISCHE FUNKTIONEN 
Dieser Abschnitt enthalt die fur die Beweise der Satze 2.1, 2.2 benotigten 
Dinge iiber elliptische Funktionen. 
Elliptische Einheiten werden bekanntlich definiert als singulare Werte 
der auf Felix Klein zuriickgehenden Normierung der Weierstraljschen 
a-Funktion (vgl. such [6, S.291): 
(3.1) 
Dabei ist z E @, tu = Zu, + Zu2 ein komplexes Gitter mit Im(o,/o,) > 0. 
q(w,/w2) bezeichnet die Dedekindsche q-Funktion, (~(z\m) die zum Gitter 
tn gehiirige o-Funktion, und es ist 
z*=a,q, +a*qz 
milqi=~(z+uill-u,-~(;,,), 
(3.2) 
i= 1, 2. 
a,, a, sind die durch die Darstellung 2 = a i w  , + u2 w2 eindeutig bestimmten 
reellen Zahlen. 
Als “analytischen Ersatz” fur die in z nicht analytische Funktion cp 
betrachten wir die Funktion 
S(zlY) = 27riC “‘2)w’a(z~y) q(o)2, Im(o) > 0, (3.3) 
die mit cp durch die Formel 
s(zly)=e-““‘=cp(zJy), z=x+yw,x,yER, (3.4) 
zusammenhangt. Aus den Transformationsformeln der a-Funktion folgt 
S(z+ II?)= -S(zl~), 
$qz+w/‘;‘)= -,-~Q=+qq_?l;o). 
(3.5) 
' Man beachte, daB bei der Definition van cp in 191 und [lo] der Faktor 2ni irrtiimlich 
fehlt. 
GALOISMODULSTRUKTUR 291 
Fur YEC betrachten wir die Funktion 
w+Yl3 
N--J= qz,y) . 
Sie geniigt wegen (3.5) den Transformationsformeln 
h(z + 1) = h(Z), 
h(z + co) = e-‘“‘%(z). 
(3.6) 
(3.7) 
Fiir <EC setzen wir 
j@, 5) := (p~‘.qqz + <), (3.8) 
wobei y(5) aus der Basisdarstellung 
5: =x(5) + J45h -45), v(5) E R (3.9) 
bestimmt wird. h(z, Lj) hangt dann wegen (3.7) von t nur modulo 
tlJ=zo+z (3.10) 
ab, so dab wir fiir ein Gitter 61 Z? tu, 
&=f(Ltw+H), rzEN(, teQ, (3.11) 
und einem Charakter x von &/tu die “Resolventenfunktion” 
R,(,-) := c 4z, 8 X(5) 
CfEti, 
;modm 
(3.12) 
detinieren konnen. Hierfiir ergibt sich aus (3.7) 
= e2’NUn)(b - Y)RX(z) 
mit a, b E Z, fur die 
ist. Wir setzen nun 
T,(z) := e2RiUZ 
9(nz+61:“) 
9(nz, ,,) 
1 
(3.13) 
(3.14) 
(3.15) 
641 ‘39. s-4 
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d=++uob). (3.16) 
Da T, ebenfalls den Transformationsformeln (3.13) geniigt, ist Rx/TX eine 
beziiglich I% elliptische Funktion, die augerdem hochstens einen einfachen 
Pol bei z = -6/n mod ti hat. Mit einer Konstanten C gilt daher 
R,=CT,. (3.17) 
Durch Multiplikation von (3.17) mit S(zl;“) und anschliefiendem Grenz- 
iibergang z + 0 tindet man 
(3.18) 
wobei q die Dedekindsche q-Funktion bedeutet. Damit hat man die 
grundlegende Formel 
Formeln dieser Art tindet man hlutig in der alteren Literatur, so zum 
Beispiel die Formel (5) in [ 16, $621, die sich als Spezialfall aus (3.19) 
herleiten 11l3t. 
4. KOMPLEXE MULTIPLIKATION 
Durch geeignete Spezialisierung gewinnt man aus der Identitat (3.19) die 
Faktorisierung von Resolventen in Strahlklassenkbrpern iiber imaginlr- 
quadratischen Zahlkorpern. Die hierzu benijtigten Dinge aus der kom- 
plexen Multiplikation lassen sich aus den allgemeinen Ergebnissen in [9] 
herleiten. Fur die hier betrachtete spezielle Situation sol1 im Folgenden ein 
einfacher Zugang aufgezeigt werden. 
Wir benijtigen zunachst die z.B. aus [6, S. 281 bekannten Transforma- 
tionsformeln 
=(-1) b,bz+ b, + bz e-(2n”2)(b,az- bza,) cp(a,z+%If) 
(4.1) 
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und 
,,,u,,.,,(r’)~~)=E(M)20)((Ul,u2)~(I)II) 
fur M= 
wobei E(M) die aus der Transformationsformal der q-Funktion 
herriihrende 24-ste Einheitswurzel ist. Ferner hat man nach [7, Kap 18,323 
die q-Entwicklung 
mit 
z+qJf)= -q (1/2)821~1 )puz(ai - 1 j/2(1 _ Q ) 
xnc, (l-02)(1 -sT'1 (4.3) 
B,(X) = x2-x+ ;, q = p=, 
Q=e Z?Ti(U,Z + a?) = qale2niuz* 
Aus (4.1) und (4.2) folgt nun, dal3 fiir 
(4, m2), @I > n2) E z2 und f~Nrnit-I-(n,,n,)$Z’ 
f 
(4.4) 
die Funktion 
(4.5) 
eine zur Hauptkongruenzgruppe 
(4.6) 
gehiirige Modulfunktion ist. Sei nun 
b=H/I,+hP2 
ein Ideal der Hauptordnung von K mit dem Basisquotienten 
(4.7) 
(4.8 1 
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Dann folgt aus [ 151 
s(B) E Wf’) (4.9 1 
und weiter fur ein ganzes zu 2f und zur Diskriminante d, von K teiler- 
fremdes primitives Ideal c 
s(B) OCC)= [gd-‘](C(P)), (4.10) 
mit dem zu c gehorigen Frobeniusautomorphismus a(c) von K(2f ‘)/K und 
einer ganzzahligen Matrix C der Determinante c die die Basis (5;) von b in 
eine Basis 
(4.11) 
von b? iiberfiihrt. 0 bedeutet die Aktion von GL,(Z/2f”Z) (vgl. [7, I, 
Kap 6, Q3]), wobei zu beachten ist, da13 im Hinblick auf (4.3) die Entwick- 
lungskoeffizienten von g im 2f 2-ten Kreiskijrper liegen, wenn (a,, az) f e Z2 
ist. Zur Berechnung von go CC .- ’ muD man nach Definition von 0 die 
Matrix CC -’ zunlchst in der Form 
cc-‘=M, M2 mit M,, M2~SL,(Z) (4.12) 
zerlegen. Fiir (a,, a2) E Q2 mit (a,, u2) f E Z2 hat man dann definitions- 
gemal 
und aus (4.3) folgt 
+,a2,(;)~:);(:, g)=97((%u2)(:, ;)(;)I:)- (4.14) 
Aus (4.13) und (4.14) ergibt sich dann 
gocc-L cp((l/f )(m,, %) cc-‘(X) 
rp((l/f )@I, %) cc-‘(x) . 
(4.15) 
Sei nun speziell 
c = (A) (4.16) 
ein zu Zf primes Hauptideal. Hierbei kann man ohne a(,?) zu verandern, 1. 
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modulo 2f2 so abandern, darj (1) ein zu 2fd, teilerfremdes primitives Ideal 
ist. Damit kann man (4.10) anwenden und erhalt 
(4.17) 
unter Beachtung von 
I(f)=c(f), c = Jj und C( /I) = p. (4.18) 
Die Abanderung von 1 kann man nachtraglich wieder riickgangig machen, 
weil im Hinblick auf (4.1) such die rechte Seite in (4.17) nur modulo 2f2 
von Iz abhangt. 
Die nun folgenden SPtze 4.14.6 werden fur die Konstruktion der Zahlen 
E und 6 in den Satzen 2.1 und 2.2 benotigt. Sei dazu f ein ganzes Ideal in 
K und 
f=fif23 f2 = Za f Zfi mit f,, fz E N, Im(a) > 0, (4.19) 
die kanonische Zerlegung von f in seinen rationalen und primitiven 
Bestandteil. Wir setzen 
B=;, f=f,fi=Min(fnN) (4.20) 
2 
und untersuchen fur zwei natiirliche Zahlen a, b die Zahl 
(4.21) 
SATZ 4.1. Es gelte a2 z b2 mod 2t ftir einen Teiler t von f: Dann ist 
Beweis. Zunachst ist nach (4.9) 
cP@C?f*). (4.22) 
Wir betrachten daher die Bilder von qr unter den Automorphismen von 
K(2f2)/K(f). Diese sind gegeben durch die Frobeniusautomorphismen 
41 +xf+Yfl@a)=41 +f(x+vP)) 
mit x,yEZ, 1 +xf +yf,,crprimzu2, (4.23) 
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und aus (4.17) folgt dann unter Beachtung von (4.1) 
u(l+f(l+L$))-l- 
‘Pr -(-l)@- 
h)(rr + r+ vje (2rri/2f)(a2-b2)r -_’ (4.24) 
woraus man die Behauptung von Satz 4.1 ablesen kann. 1 
Wir betrachten nun geeignete Spezialfalle. Im Hinblick auf Satz 2.1 und 
(2.2) sei zunlchst 
f = k 
mit ganzen Idealen 1 und g, fiir die ggT(I, gCj) = 1 ist. Weiter sei 
(4.25) 
f a=l+v,- 
1 
und b = 1 mit I= Min(1 n N), v. E 26, (4.26) 
und iiber v,, werde dabei noch 
amvo, I) 12, 2+v f=OmodIsowiex v 
O1 I O 
(4.27 
vorausgesetzt. Aus Satz 4.1 und (4.13) folgt dann in Verbindung mit (4.1 
der 
SATZ 4.2. Unter den Voraussetzungen (4.25k(4.27) gilt 
cPrEK(f) 
und weiter fir 5 E 12go/f 
.(l+./e;,_‘p(l/f+5+vo/~l~) 
‘pf - (PU/f+51!) ’ 
wobei go das Produkt aller Primidealteiler von g bedeutet. 
Beweis. Die erste Aussage von Satz 4.2 folgt sofort aus Satz 4.1. Bei der 
Berechnung von ‘pr a(1 +“)erhalt man gemaD (4.17) zunachst einen Ausdruck 
der Form 
,(,+,,~(P~~/f+5+~ol~+~~ol~~Xl~~ 
‘Pi - cpWf+5l/B) ’ 
(4.28) 
mit 
f5=1=(X+.YBL 4 y (5 z (4.29) 
und daraus die behauptete Formel, wenn man unter Beachtung der 
Voraussetzung (4.27) die Transformationsformel (4.1) anwendet. 1 
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Zum Beweis von Satz 2.2 benotigen wir die Spezialisierung. 
f = kl, f* = 1g*, 90 19*1 9. (4.30) 
mit einer in K zerlegten Primzahl 1, die zu den ganzen Idealen g, g* teiler- 
fremd ist, wobei go das Produkt der Primteiler von g bedeutet. Wir setzen 
weiter 
f a=l+v,--, f* I a*=/+v,-* 1' 
b=bS=I, (4.31) 
wobei f und f * gemal (4.19) und (4.20) mit f und f* zusammenhangen. 
Die Zahl v,, E Z mug aul3erdem noch den Bedingungen 
ggT(vo, I)= 1 und 
$ v,imFall1=2, (4.32) 
2f . T vOrm Fall lf2 
geniigen. Analog zu Satz 4.1 erhalt man dann fiir die mit a, b bzw. a*, b* 
gebildeten Zahlen q~t bzw. ‘pr* den 
SATZ 4.3, Unter den Voraussetzungen (4.30)-(4.32) gilt 
i 
K(4f 1, 
‘pfE KUf), 
falls I= 2 
falls If 2, 
‘pf* E 
N4f*), falls I= 2, 
K(lf*), falls If 2 
und weiter fiir r E 14g,/f 
wobei go das Produkt aller Primidealteiler von g bedeutet. Ferner gibt es eine 
Zahl p E Z mit 
Wenn g eine Primidealpotenz ist, kann dabei p so gewiihlt werden, daD 
p=l mod @(g*) 
mit der Eulerschen Funktion # gilt. 
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Beweis. Wir betrachten nochmals die Wirkung eines Automorphismus 
41 +ftL 
f 
5=r+ypE--,X,I’EZ 
f 
(4.33 ) 
von K(2f2)/K(f) auf qr und cpf,: 
UC1 +./tj 1 
‘pf 
=(-I)‘” bKry+ rt 12) e (2ni/21v$/7/2) b 
gO;jl+ft~-l=(-l) (U’ ~ h’)(.x*.P t .x* + I”) -- f 242~4 f/r*) y 
(4.34) 
e 7 
wobei x* und y* aus der Basisdarstellung 
<* .=fi5= ;y* + y*p*. 
. .f* 
X*,y*Ez (4.35) 
herriihren und der Zusammenhang 
f x*=---x fi 
f* ' 
y* c-y 
fl 
(4.36) 
besteht. Die ersten beiden Behauptungen von Satz 4.3 folgen nun leicht aus 
(4.34). Die Berechnung der Konjugierten von vr erfolgt analog aus Satz 
4.2. Bei der vierten Aussage mu13 im Hinblick auf (4.34) und (4.36) die Zahl 
p so gewlhlt werden, dal3 fiir alle y E Z 
4 ( f f* pY-P7Y * =v~~(g2-&q)yt2Z > (4.37) 
ist. g, , g,, g: sind dabei die in den kanonischen Zerlegungen von g und g* 
auftretenden natiirlichen Zahlen. Aufgrund der Voraussetzungen iiber vO 
und wegen ggT(Z, g, gz) = 1 kann man in der Tat ALE Z so wghlen, dal3 
(4.37) gilt. Zum Nachweis der letzten Aussage von Satz 4.3 sei nun speziell 
g eine Primidealpotenz. Im Fall g, = g; leistet dann p = 1 das Verlangte. 
Im Fall g, # g: bedeutet (4.37) mit einer Primzahl p # I und einem s E N 
psp”mod4 bzw. p E p’ mod 1. (4.38) 
Weiterhin ist im vorliegenden Fall 
@(p’)= (p- l)p’-‘. (4.39) 
Im Fall p E 1 mod 4 bzw. p = 1 mod I kann man wieder p = 1 wlhlen, 
und im Fall p $1 mod 4 bzw. p f 1 mod 1 mu13 man die simultanen 
Kongruenzen 
ptpx 
p=l bzw. (:z: ::::,- l)p’-‘} 
(4.40) 
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betrachten, die im vorliegenden Fail wegen ggT(4, (p - 1) p’- ‘) = 2 bzw. 
ggT(I, (p - 1)~‘~‘) = 1 liisbar sind. 
Im Hinblick auf den Beweis von Satz 2.1 im Fall (2.4) betrachten wir 
zwei ungerade Ideale g und g* der Norm g bzw. g* mit 
ggm 9) = 1 
Sei weiter a E K mit 
und n p lg*l g. (4.41) 
PIR 
geza+zg, g* = Za + zg*, Im(a) > 0, (4.42) 
und v0 E Z erfiille die Bedingungen 
2 Iv0 und gl g*2&w(b 8). (4.43) 
Setzt man 
a=1+v,g*, b= 1, (4.44) 
so hat man den 
SATZ 4.4. Unter den Voraussetzungen (4.41 t(4.44) gilt 
[*cp, E K(g) mit einer g*-ten Einheitswurzel [* 
und weiter ftir jedes v E Z 
(i*cp,) a(, + g*“) =[* cp(l/g + (g*/g)(% + VII 3 cp(l/g f (g*/g) vrf, ’ 
mit p = cc/g. 
Beweis. Zungchst ist qDe E K(2g’). Wie beim Beweis von Satz 4.1 findet 
man fiir jeden Automorphismus ~(1 + xg + ya), x, y E Z, von K(2g2)/K(g) 
9, 
o(l+xg+)‘r)-1 =e ~(2nil2n)vog*(2+vog*)? (4.45) 
Die primitive g/g*-te Einheitswurzel [ = e2ni(g*‘g) ist in K(2g2) enthalten, 
und es gilt 
i o(l+xg+ya)-I _ N(l+.g+ya)-I _ S(r).!3 -i -i > (4.46) 
wobei N( . ) und S( . ) Norm und Spur in K bedeuten. Daraus folgt fiir p E Z 
(i”qJ a(l+.~g+P-l- [~s(~)-~vo/2)~2$-vob*)]) -i (4.47) 
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Hierin ist S(a) zu g teilerfremd, wegen ggT(g, 9) = 1. Also gibt es stets ein 
PE Z, so da13 der Ausdruck [...I in (4.47) durch g/g* teilbar ist, und aus 
(4.43) folgt noch weiter, dab dabei [” eine g*-te Einheitswurzel ist. Damit 
ist der erste Teil von Satz 4.4 bewiesen. Den zweiten Teil beweist man 
analog zum zweiten Teil von Satz 4.2, wobei zu beachten ist, dab [* als 
g*-te Einheitswurzel unter o(1 + vg*) invariant ist. 1 
Zum Beweis von Satz 2.1 im Fall (2.5) benotigen wir die folgende 
Variante von Satz 4.4. Wir betrachten dazu zwei ungerade ganze Ideale g, 
g* mit 
9* 191 9*2 (4.48) 
Es seien 
9 = g,(Za + @2)* g* = g:(Za + Zg,), Im(cr) > 0 (4.49) 
mit kanonischen Basen, und wir setzen 
B=i, fl*=:> g=g1g27 g* = s: g:. (4.50) 
Ferner bezeichnen g, bzw. g,* die in K “zerlegten” Bestandteile von g, bzw. 
g:. Hiermit hat man dann 
SAT2 4.5. Sei 1 E 0 prim zu 2g mit 
N(l)= 1 modggi und ,I= 1 mod2. 
Dunn ist 
mit einer g/g,*-ten Einheitswurzel <*. 
Beweis. Gesttitzt auf (4.17) fmdet man zunachst fur 5 =x + y/?~ g/g, 
X,.YEZ 
(;i:3 
u(l+d-1 
B 
=e ~(z~i/2g)y(N(1)-1) 3 (4.51) 
und hieraus folgt dann die Behauptung von Satz 4.5 analog zum Beweis 
von Satz 4.4. 1 
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Zur Konstruktion der Zahl 8 in Satz 2.2 fur die Korperklasse (2.6) 
betrachten wir 
f=q29, f* = w*, 9* 191 9*2 (4.52) 
mit einem Primidealteiler q, von 2 und einem ungeraden Ideal g, wahlen 
kanonische Basen 
und setzen 
f=fim+u2), f* =fy(zcl* + Zf?, (4.53) 
B=p, B* =r’;, f=f,f2, .f*=fi*f:. 
2 2 
Im Hinblick auf (2.6) machen wir weiter die Voraussetzung 
P=P fiir alle Primidealteiler p von f. (4.55) 
In diesem Fall kann man /I in (4.54) noch so wahlen, da13 
Spur(P) = 0 modf (4.56) 
gilt. Wir delinieren noch 
y=P 
9’ 
r*=P*, 
9 
(4.57) 
wobei q das Produkt der Primteiler von f bedeutet, und erhalten fur die 
Zahlen 
cp =47Wf+Yl9 
f (PWf If, ’ 
cp =4wf*+i'*lr) 
f* (Pwf* I!‘, 
(4.58) 
den zu Satz 4.3 analogen. 
SATZ 4.6. Unter den Voraussetzungen (2.6), (4.52t(4.58) gilt 
‘Pf E N2f 13 cpi” E wf*)> $EK(f). 
Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.5 findet man fur x, y E Z 
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mit 
2 = -4XY 1, .i = Y(XY), i” = x + yp, (4.60) 
wobei zu beachten ist, dab *XT und ,$ wegen (2.6) aus Z sind. In (4.59) ist nun 
N(2+fy)-4-2Spur(fy)+N(fy) mod 2A (4.61 ) 
wobei wegen (4.56) und aufgrund der Voraussetzungen in (2.6) weiter noch 
und 
Spur(fy) = 0 modf 
f2 W)_, 
N(fy)=--= 
s2.f2 f2 
modf 
(4.62 
(4.63 
gezeigt werden kann. Aus (4.59) folgen nun die ersten beiden Behaup- 
tungen von Satz 4.6. Zum Beweis der letzten Aussagen berechnen wir 
‘pf* 
a(l+/lx+gpl)~l~(~~).~*~*+.~*+~*, ~(*rri/2f*)(N(2+1*~*)~4).(/i/fi*)l 
mit 
f* = x( f *[*y*), p* = .Y(f *r*Y*), 5* =j& 5, 
wobei die Beziehung 
5* =,l;x+pla*, <=x+yp 
1 
zu beachten ist. Hierbei gilt 
.t-.:*mod2, j=$*mod2 
sowie mit Riicksicht auf (4.61), (4.62) und (4.63) 
+v(2+f*y*)-4).+~(N(2+/)')-4) 
f* 
mod 2, 
I 
und die letzte Behauptung folgt damit aus (4.59) und (4.64). 1 
5. DIE MODELLE VON FUETER UND DEURINC 
(4.64) 
(4.65) 
(4.66 
(4.67 
1 
(4.68) 
Zur Konstruktion von AN,,,,, beniitigen wir geeignete Modelle elliptischer 
Kurven. 
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Das Modeli von Fueter 
Sei ,@ die zum Gitter tu = Zo, + Zw, gebildete Weierstrab’sche p-Funk- 
tion und tj eine Zahl aus @, die beziiglich tu die Ordnung 4 hat. Dann sind 
die Fueterschen elliptischen Funktionen [4, Teil 1, Kap IV, $33 definiert 
durch 
wobei zur Herleitung der Darstellungen durch die Werte von 
q(z) = cp(zl z;) die Formeln 
k4z) - @3(W) = - 
o(z + w) a(z - w) 
a(z)* a(W)2 
und 
a(2z) 
p’(z)= -- 
44” 
(5.3) 
zu beachten sind. Aus der Differentialgleichung der p-Funktion wird dann 
das “Model1 von Fueter” 
T:=4T3+tT2+4T (5.4) 
mit 
t=t(tn)= 1%Gv) 
rn($) - NW)’ 
Wir setzen weiter 
T(z) W(z) := - 
T,(z)’ 
(5.5) 
(5.6) 
Sei nun speziell 
tD=D 
die Hauptordnung von K, und fur < E K - (0) bezeichne 
f := o(5) := a(& 0) 
den Nenner des Ideals @. Dann hat man den 
(5.7) 
(5.8) 
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SATZ 5.1. Im Fall ggT(f, 2) = 1 gilt 
W~)EJW~J 
sowie 
fur jedes zu f prime A E D mit il= f 1 mod 8, wobei a(A) den zum Ideal A.D 
gehiirigen Frobeniusautomorphismus von K(8f)JK bezeichnet. Weiterhin hat 
man mit einem zu f primen Ideal b von K(8f), das nur Primidealteiler von 2 
enthiilt, die Faktorisierung 
falls f = p” eine Primidealpotenz ist, 
sonst. 
Beweis. Die ersten beiden Aussagen ergeben sich aus (4.9) und (4.17). 
Die dritte Aussage folgt aus Satz 3 in [IO]. 
Im Fall IU=Q ist nach [l, KapV] 
tEG(4,~ (5.9) 
und die Additionsformel (vgl. z.B. [ 14, Seite 1143) fiir die durch (5.4) 
definierte elliptische Kurve liefert den 
SATZ 5.2. Sei p ein ungerades Primideal in K, ‘?Q ein iiber p gelegenes 
Primideal in K(4) sowie K(4)% der zu ‘p gehiirige lokale Kiirper. Dann gibt 
es eine Potenzreihe 
F(X, Y)ED K(4)J cx Yll 
mit 
F(X, Y)=X+ Y+XYG(X, Y), G(X YMhK(+J[X Yll, 
so daJ3fiir alle 5,,t2~Krnit 
[&PC 0 ftir ein si E N 
gilt 
W(t,+5d=F(W51), WC,))- 
Aus Satz 5.2 folgt dann 
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SATZ 5.3. Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz 5.1 gilt 
fir alle kE N 
mit einer von [, und t2 unabhsngigen Potenzreihe 
Im Folgenden sei p ein ungerades Primideal in K und m E N. Wir setzen 
(5.10) 
und wahlen rl E K( 1) mit 
lzp. (5.11) 
Aus den Satzen 5.1 und 5.2 folgt dann 
SATZ 5.4. h,,,(X) hat fir p ganze Koeffizienten in K(8), und fir alle 
@EP --m ist 
R” 
&’ := h;( W(a)) 
eine Einheit im Ring der ftir p ganzen Zahlen in K(8p”). 
Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 5.1. Zum 
Beweis der zweiten Behauptung schreibe man hh( W(E)) in der Form 
(5.12) 
Nach Satz 5.2 ist dann 
Vu + PI - w(a) = WB) + f+‘(a) WP) G( w(a), W(P)) (5.13) 
und daher nach Satz 5.1 
W(u + 0) - H’(a) = W(B) b (5.14) 
mit einem zu p primen Ideal b in K(8p”). Die zweite Behauptung ergibt 
sich somit durch den Nachweis von 
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mit einem Ideal b,, das zu p teilerfremd ist, und dies folgt leicht aus 
Satz 5.1. i 
SATZ 5.5. Fiir aile is N LJ (0) ist 
eine fiir p ganze algebraische Zahl. 
Beweis. Wir schliel3en ahnlich wie in [I]. Aus 
1 -= hn(X) c l l aGp-m hk( w(a)) X- w(a) 
.xmodP 
folgt durch Entwicklung nach Potenzen von T= l/X 
(5.16) 
(5.17) 
wobei die a, wegen Satz 5.4 fur p ganze Zahlen aus K(8) sind. Daraus liest 
man die Behauptung von Satz 5.5 ab. 1 
Das Model1 von Deuring 
Wir betrachten wie in [3] die Funktionen 
qz) = m(z) - a(K) 
g’(K)*‘3 ’ 
X,(z,=$$ 
(5.18) 
wobei K E @ beziiglich des Gitters ru die Ordnung 3 hat. Zur Definition der 
dritten Wurzel aus P’(K) beachte man, dal3 wegen (5.3) die Beziehung 
k3’(K)= -e(3/mK*O(K(w-3 (5.19) 
besteht. Man hat die Differentialgleichung 
XT=4X3+a2X2+2aX+ 1 (5.20) 
mit 
a=a(uD)= 12P(k-)2 - g, 
2p’(lc)4’3 
(5.21) 
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-g, ist dabei der in der Differentialgleichung 
KoefIizient von p. Setzt man weiter 
fl := 2x, + ax+ 1, 
so wird aus (5.20) das “Model1 von Deuring”: 
2: + ax& + R, =x3. 
Wir detinieren nun 
Im Folgenden sei wieder 
die Hauptordnung in K. Dann ist nach [3] 
“ELK@,, 
und wir finden analog zu Satz 5.1 den 
307 
von @ auftretende 
(5.22) 
(5.23) 
(5.24) 
(5.26) 
SATZ 5.6. Sei r E K\(O) und f = o(5). Dunn gilt im Fall ggT(f, 3) = 1 
wo E Jvf) 
und 
fiir jedes zu f prime 2 E Cl mit A = + 1 mod 9, wobei o(A) den zum Ideal 1Xl 
gehBrigen Frobeniusautomorphismus von K(9f)/K bezeichnet. Zst weiter 
f = p”, s 2 1, eine Primidealpotenz, so hat man mit einem zu p primen Zdeal 
b von K(9f) die Faktorisierung 
wobei Q, die Eulersche Funktion in K bedeutet. 
Beweis. Die ersten beiden Aussagen erhalt man wieder aus (4.9) und 
(4.17) unter Beachtung von (5.26) und den Identitaten 
X(z) = Ip(K--Z) v(k.+z) 
d4’ ’ 
X,(z) = (P(2z) qw4 
dz)” q&J 
(5.27) 
641/39/3-s 
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wobei zur Abkiirzung q(z) = cp(zl z;) mit einer Basis col, o2 von 0 gesetzt 
wurde. Genauer kann man sogar zeigen 
W5), X,(OEWf). (5.28) 
Beim Beweis der dritten Behauptung mussen wir etwas anderes als im 
Beweis von Satz 5.1 vorgehen. Zunachst folgt aus (5.27) in Verbinding mit 
Satz 3 in [lo], da13 im Fall f = p”, s > 1 
X(l)zb,p-‘/@(P’I (5.29) 
mit einem zu p primen Ideal b, gilt. Da der Verzweigungsindex von p in 
K(9f) gleich @(p”) ist, bedeutet dies, da13 jeder Primidealteiler 23 von p in 
K(9f) mit dem genauen Exponenten 2 im Nenner von X(t) steckt. Aus 
(5.23) ergibt sich dann weiter, da13 % mit dem genauen Exponenten 3 in 
B,(r) stecken mu& Folglich gilt 
8,(<)zb6,p-3’@‘p” (5.30) 
mit einem zu p primen Ideal b2, und nun folgt die dritte Behauptung von 
Satz 5.6 aus (5.29) und (5.30). 
Das weitere Vorgehen ist nun ganz genauso wie in den S&en 5.2-5.4, 
und wir erhalten auf diesem Wege den zu Satz 5.5 analogen. 
SATZ 5.7. Sei p ein zu 3 primes Primideal in K, m E N und ;1 E K( 1) mit 
L z p. Dann ist ftir alle i > 0 
eine fir p ganze algebraische Zahl, wobei die E, E K(9p”) analog zu Satz 5.4 
definierte zu p prime Zahlen sind. 
6. BEWEISE DER %TZE 2.1, 2.2 
Seien 
f=b und f* = 1g* 
die in (2.2) und (2.3) auftretenden Ideale und 
f=fif2=fim+u*h f* =f:f: =f:(Ecr + Zfi*) 
(6.1 
(6.2 
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ihre kanonischen Zerlegungen. Wir setzen 
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f*=fi*f;F. (6.3) 
N/M bezeichne im Folgenden die Erweiterung K(f)/K(f*). G sei die 
Galoisgruppe von N/M und X die Charaktergruppe von G. 
Zum Beweis van Satz 2.1 im Fall (2.2). Wir wahlen v,, E 2H gemaD 
(4.27). Nach Satz 4.2 ist dann 
cp(W+ vo/mE N 
&:= dl/f)l$ . 
Im Fall g* 191 g*2 hat man die Isomorphie 
(%-) f*lU’lf)f 5 G, 
5+V2/f)f++d+.f3 
und aus Satz 4.2 folgt fur 4: E (Z'/f )f* 
(6.4) 
(6.5 1 
(6.6) 
Jeden Charakter x E A’ kann man im Hinblick auf (6.5) vermoge 
x(5) :=x(41 +ft)) (6.7) 
such als Charakter von (l'/f) f*/(l'/f)f au ff assen. 
ist daher 
Mit Riicksicht auf (6.6) 
C-%X)= 1 cp(l/f+5+v,l4~) - 
dw+51~) x(5) (6.8) 5EI% 
5 mod lb 
mit 
(6.9) 
n=flf*, f2 t=-. 
f;" 
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Da jedes Restsystem von f2t% modulo I’n, such ein Restsystem von t% mod 
m ist, folgt nun aus (3.19) mit := l/fund o=/I 
(6.10) 
mit einer Einheitswurzel <, wobei iiber dieselben 4 wie in (6.8) zu sum- 
mieren ist. 6 ist dabei von der Form 
d=i(lji,,g-b), a,hEZ. 
Gestiitzt auf die Formel (3.4) kann man nun in (6.10) die 9-Werte durch 
die entsprechenden cp-Werte ersetzen und erhalt 
mit einer weiteren Einheitswurzel [‘. Wegen f2=Za+T?fz und 
f! = Za + Z..: folgt nun aus [5, $223, 
(6.13) 
und beachtet man weiter, dab nach Voraussetzung I ein zusammen- 
gesetztes Ideal in K ist, so ergibt sich aus Satz 3 in [lo], da13 E und die 
cp-Werte in (6.12) Einheiten sind. Hierbei wird die Voraussetzung 
“ggT(N(g/g*) - 2,1) = 1” benijtigt urn zu zeigen, da13 der Nenner des 
rationalen Bestandteils von l/f* + S durch 1 teilbar ist. Wir erhalten 
(6.14) 
womit Satz 2.1 im Fall (2.2) bewiesen ist. 1 
Zu Satz 2.2 im Fall 2.3. Wir wahlen v0 gemal (4.32) und erhalten dann 
nach Satz 4.3 vermiige 
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eine Zahl aus N. Wir setzen dann 
falls g zusammensetzt ist, 
falls g=pr+m eine Primidealpotenz ist, 
(6.16) 
mit einer Zahl K E K( 1 ), fur die 
KZZP (ii ~ I )/an*) (6.17) 
gilt, wobei zu beachten ist, da8 nach Satz 4.3 im zweiten Fall p = 1 
mod @(g*) gewahlt werden kann. Unter Beachtung der Isomorphie im Fall 
9* Id 9*2 
U4/Y-)f*lU4fl)f 2 G 
f t+(l”/f)f++fl 1+j4 
( ) 
(6.18) 
und der Tatsache, da13 (pt* unter a( 1 + (f/1)<) mit 5 E (I”/f)f* invariant ist 
und somit als Faktor aus ((9, x) herausgezogen werden kann, tindet man 
analog zum Beweis von Satz 2.1 im Fall (2.2) 
(6.19) 
fiir jedes x aus X. Dal3 8 die behauptete Faktorisierung hat, folgt aus Satz 3 
in [lo]. 1 
Zu Satz 2.1 im Fall (2.4). Seien g und g* wie in (2.4). Wir wlhlen 
kanonische Basen 
g=zcr+zg, g*=za+zg* (6.20) 
und setzen zur Abkiirzung 
P=%, /i*=;, n=8 g*’ 
Wir wahlen weiter ein V,E~ mit 
2lV,> ggT(vo,g)=max 1,s ( > g 
und der Eigenschaft, da13 
d+g+2yo 
g 
(6.21) 
(6.22) 
(6.23) 
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zu g teilerfremd ist. Letzteres ist, wie man leicht sieht, wegen 2 j g stets 
moglich. Aus (3.19) folgt fur alle p E Z unter Beriicksichtigung von (3.4) 
mit einer Einheitswurzel [. Hierin ist nach Satz 4.4 und [lo], Satz 3 
(6.25) 
eine Einheit in K(g) und mit Riicksicht auf die Isomorphic 
ZlnZ 3 WWIK(g* )) 
v+nZk-+o(l +g*v) 
(6.26) 
im Fall g* 191 g*2 ergibt sich dann aus (6.24) wie im Fall (2.2) fiir jeden 
Charakter x von K(g)/K(g*) mit einem ,U E Z 
2 cPhi49 cp(K/g* +cLSlf*) 
‘P(hh +!4#‘) cp(l/g* If’,’ 
(6.27) 
1st II zusammengesetzt, so sind die q-Werte in (6.27) Einheiten, es folgt 
wieder (so, 1) z g/g*, und E := s0 leistet das Verlangte. 
Fur den Fall, da13 n eine Primzahlpotenz ist, mtissen wir anders 
schliel3en. g und g* sind dann von der Form 
g = W, g* = bpr+m, r, m E N 
mit einem Primideal p und einem ganzen zu p teilerfremden Ideal 6. p sei 
die Norm von P. Da in diesem Fall 
G(K(g)/Ng*)) = G(~(P’+*W(P’))) (6.29) 
gilt, geniigt es, eine Einheit E mit den in Satz 2.1 geforderten Eigenschaften 
fiir die Erweiterung K(p’+ “)/(K(p’)) zu konstruieren. Wegen (6.29) leistet 
E das Verlangte dann such fur die Erweiterung K(g)/K(g*). Sei also ab jetzt 
II=prim, g* = pr. (6.30) 
Hier betrachten wir zunachst den Fall 
r<m, (6.31) 
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wobei der Fall r < m im Hinbhck auf die Bemerkung (2.9) mit behandclt 
wird. Dann ist vO von der Form 
Vo=Vg+pm-r, 2lv,*~P~v,*,P~(~+v,*). (6.32) 
In der Formel (6.27) hat man dann 
sodal such hier E = &o das Verlangte leistet. Tm Fall 
IGm<r 
verlluft die Konstruktion von F wie folgt. Sei 
(6.34) 
(6.35) 
die zur Erweiterung K(p”)/(K(p’)) konstruierte Einheit. Hiermit detinieren 
wir 
E := & Spur K(p2’M,K(pr+m))(&2r), (6.36) 
wobei A E fL( 1) eine Zahl mit 
Az:p (6.37) 
ist. Da man jeden Charakter x von K(p’+“)/K(p’) such ais Charakter i 
van WP~‘WW) auffassen kann, der auf G(K(p”)/K(p”“)) trivial ist, 
folgt aus dem Resultat im Fall “Y = n? 
Wir miissen nur noch zeigen, dalj E eine Einheit ist. Hierzu benutzen wir 
erneut die Formel (3.19) in Verbinding zu Satz 4.4. Danach gilt 
Spur r@NK(p’++Zr) 
(6.39) 
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mit einer Einheitswurzel [ und p = a/~*~, /3’ = u/p’+“‘. Beachtet man, da13 
nach Konstruktion von sZr die Zahl v0 nicht durch p teilbar ist, so folgt 
hieraus in gewohnter Weise 
Spur,,,2,):,(,,)(E2,) = P’~“’ (6.40) 
und daraus, da13 E eine Einheit ist. 1 
ZU Sutz 2.1 im Full (2.5). Wir machen zunlchst zustitzlich zu (2.5) die 
Voraussetzung 
iiij 9, falls p,#@;. (6.41) 
Seien pI die unter pi gelegenen Primzahlen und 
4’ n Pi. 
P, = P, 
(6.42) 
In g und g* wahlen wir nun kanonische Basen gemal (4.49) und 
verwenden die Bezeichnungen von Satz 4.5. 
Durch Abanderung von LX modulo g,Z kann man erreichen, daB 
in (4.49) 
Spur(b)-0 mod q (6.43) 
im Ring der fiir q ganzen Zahlen gilt. Hiermit setzen wir 
(6.44) 
Aus (2.5) und (6.43) folgt dann 
N(l+gy)=l modg$ und 1Elmod2. (6.45) 
Nach Satz 4.5 ist daher 
mit einer (g/g:)-ten Einheitswurzel i*. 
Wegen 9* Id 9 ** hat man nun die Isomorphie 
(6.46) 
(6.47 ) 
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und kann daher jeden Charakter x von G vermoge 
x(5) :=x(41 + St)) (6.48) 
such als Charakter von g*/g modulo g/g auffassen. Weiter ist nach 
Voraussetzung 
gg~(2iG,g) = 1, (6.49) 
wobei go* den zerlegten Teil von g * bezeichnet. Daher kann man das 
Vertretersystem {r} von g*/g im Ideal 2($,*g*/g) finden. Bei dieser Wahl 
hat man dann 
gl=O mod 2g$. (6.50) 
Aus (6.50) und den Voraussetzungen (2.5) iiber g und g* folgt weiter 
N(g() - 0 mod(g/g,*). Also ist 
i *flt1+ gc) _ * -i e ZrrrvSpur(S) (6.51) 
mit einem v E Z, und da wegen (6.50) 1 + gt prim zu 2g ist, ergibt (4.17) 
Aus der Konstruktion von y und der Tatsache, daIJ 5 in g*/g liegt, ergibt 
sich gvl E g/g = Z/I + Z, und aus den Transformationsformeln fur cp folgt 
dann mit den in (3.9) eingefiihrten Bezeichnungen 
cp(l/g+5+y+gy5I~)=icp(l/g+5+yl~)mit 
[ = ( _ 1 ).?j + P + .c e -~2ni/2)(.~r(l/R+5+y)~.~~(1/1:+;+y)l (6.53) 3 
wobei zur Abkiirzung 
a=x(gYo, i= Y(wt) 
gesetzt wurde. Die Rechnung ergibt 
[=e 24NC)- g(go/q)N(t)) 
mit einer Z-linearen Funktion 
dLQ. 
g 
Beachtet man weiter 
(6.54) 
(6.55) 
(6.56) 
N(5)SgE 
g ’ (6.57) 
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so folgt, da13 
(6.58) 
ist und hieraus aufgrund der in (2.5) gemachten Voraussetzungen die 
Ganzzahligkeit von g( go/q) N(t). Also ist in (6.55) 
[ = e2dl;) (6.59) 
Weiter findet man mit der Formel (3.4) 
d/~+5+vlf)= 
dlk+tlf) 
je2xi(l,(i)+(1/21.vly)y)h i 5 
( ) g’ 
(6.60) 
mit einer von 5 unabhangigen Einheitswurzel c und einer weiteren 
Z-linearen Funktion 
l&Q, 
g 
(6.61) 
also insgesamt 
E~(1+g~l=e2~i(~(C)+~~(~)+vSP~~(SI+.~(~)~))~ 
( 1 
;A . (6.62) 
Da hierin sO(’ + nt) und h( l/g, 0 von 5 nur modulo g/g abhangen, mu0 
x0(t) := e -2Ml(C)+II(t)+ b~SPW5)1 (6.63) 
ein Charakter von g*/g modulo g/g sein. Fur einen Charakter x von G hat 
man damit 
und unter Beachtung von (3.19) und (3.4) wird daraus 
B=$(y+ap-h), a, bEZ 
(6.64) 
(6.65) 
und /I*=$/?. 
GALOISMODULSTRUKTUR 317 
[’ ist dabei eine Einheitswurzel. Aus Satz 3 in [lo] folgt nun unter 
Beachtung der Tatsache, da5 g zusammengesetzt ist, da5 die in (6.65) 
auftretenden qo-Werte Einheiten sind, und hiernach 
(E, id=;. (6.66) 
Das E eine Einheit ist, folgt ebenfalls aus Satz 3 in [lo]. 
Damit ist Satz 2.1 fur die Kijrperklasse (2.5) unter der zudtzlichen 
Voraussetzung (6.49) bewiesen. Im allgemeinen Fall zerlege man g und g* 
in der Form 
,9=9192r g*=g:g2*mitg*]gi,i=1,2, 
(6.67) 
ggT(gl,g*)=ggT(g:,g:)=ggT(g,,g,)=l. 
Da hierbei g, die Voraussetzung (2.5) und (6.49) erfiillt oder von der Form 
(2.4) ist, gibt es, wie gezeigt, eine Einheit E, gK(g,) mit 
(6.68) 
fur alle Charaktere ,Y, von K(g,)/K(gf), und weil K(g,)/K(g:) zur 
Korperklasse (2.4) gehort, gibt es eine Einheit s2~K(gz) mit 
(6.69) 
fur alle Charaktere x2 von K(g,)/K(g:). Nun gilt im vorliegenden Fall 
m)=HSl)m*), 
K(g*)=K(g:)K(g:)undG=G,xG, 
(6.70) 
fiir die Galoisgruppen G = G(K(g)/K(g*)), Gi = G(K(g,)/K(g:)), i= 1,2, 
und daraus folgt, ahnlich wie beim nachfolgenden Beweis von Satz 2.3 
wegen (6.68) und (6.69), da5 
E=E,E2 (6.71) 
die Eigenschaft von Satz 2.1 fur K(g)/K( g*) hat. 1 
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Zu Satz 2.2 im Fall 2.6. Wir detinieren f und f* gemal (4.52) und 
erhalten mit den Bezeichnungen von Satz 4.6 vermiige 
6):=cpf (6.72) 
‘pi* 
eine Zahl aus K(f). Wegen g* lgl g*’ hat man die Isomorphie 
f* f 
4? 4f-+GWtf)lK(f*H 
I 
5+4fHa l+$ 
.f ( ) 
(6.73) 
und kann daher jeden Charakter x von G vermoge 
m:=,(c++jT)) (6.74) 
such als Charakter von 4(f*/f)/4(f/f) au ff assen. Fur <E 4(f*/f) folgt aus 
Satz 4.6 
dl +(r/zl;) - ‘pf* -‘Pi* (6.75) 
und aus (4.17) 
6,,+(//2,;,--(2/f+r+Y+h5~~) 
‘pf - 442/f+ rlf) . 
(6.76) 
Aufgrund der Voraussetzungen aus (2.6) ist hierin fj< E Z + Z/I und man 
findet wie beim Beweis im Fall (2.5) 
Of1 + (flZ)S) - Vf - ie 2ni/(<) PC2/g + 5 + Yl 7) (Pwg + rlf) (6.77) 
mit einer von < unabhangigen Einheitswurzel [ und einer Z-linearen 
Funktion 
1: 4 5 + Q. (6.78) 
Hiernach folgt weiter wie im Fall (2.5) 
(6.79) 
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mit einem Charakter x0 von 4 (f*/f) modulo 4(f/f) und danach 
cpbmPMf* +G', (PMfW 
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(6.80) 
Die Behauptung von Satz 2.2 im Fall (2.6) folgt hiermit aus Satz 3 
in [lo]. 1 
7. BEWEISE zu SATZ 2.3 
Zur Kiirperklasse (2.2). Seien 
g=npJ,+y g*=npj 
I  I  
die Zerlegungen von g, g* und 
Dann ist 
N, = K(lg*p:‘), M= K(fg*). 
N=17 Ni, 
und fiir die Galoisgruppen hat man die direkte Produktzerlegung 
G( N/M) iz n G( NJM). 
Wie in [ 11, Seite 170 bemerkt wird, gilt weiterhin 
A N/M = @ AN/M 
(7.1) 
(7.2) 
(7.3) 
(7.4) 
(7.5) 
und 
(7.6) 
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mit Bi E N;, sofern 
DN!= eiAN,/M 
fiir alle i gilt. 
Wir behandeln daher zuntichst den Fall 
(7.7) 
g=bqr+“‘, g*=bp’, l<m<r,pjb, (7.8) 
mit einem Primideal p und einem ganzen Ideal b und zeigen hier die 
Existenz einer Zahl 0 EN mit 13,4,,,,, = 8,. Dabei setzen wir weiter 
zunachst 
P!2 (7.9) 
voraus und betrachten die Erweiterungen 
N = K(Ig*J.Yy, M= K(Ig*), 
fi = K(8lg*p”), &= K(8lg*). 
(7.10) 
Die Galoisgruppen sind dann wegen (7.9) isomorph vermiige 
G(@fi) z G(N/M). 
BHOIN. 
(7.11) 
Mit der in Satz 2.1 konstruierten Einheit E EN zeigen wir 
EA~,~ = XI,+, (7.12) 
und wegen E E N und (7.11) folgt dann hieraus sofort 
EA -D,. N/M - (7.13) 
Zum Nachweis von (7.12) betrachten wir die lokalen Komponenten a, 
von A,Q,,z, zu allen Primidealen 23 von &f und zeigen hiermit 
E& = D,+&,. (7.14) 
Wegen 
mit C? = G(fi/&?) folgt zunlchst 
A,=Do,,G und .5A,=ONti.,fiirbjp. (7.16) 
GALOISMODULSTRUKTUR 321 
Im Fall 8 ) p miissen geeignete Elemente in a ‘B konstuiert werden. Hierzu 
beachte man, da13 im vorliegenden Fall 23 in N rein verzweigt ist und daher 
die Isomorphie 
G(fi&Jfi,) 2i G(fi/&). 
(7.17) 
aHaljq. 
besteht. Somit gilt 
A ,^ = A,+nie,tis. 
Wir wahlen nun ein 5 E K\{ 0} mit 
o(o=p’+“. 
(7.18) 
(7.19) 
Dann folgt aus Satz 5.1, da8 W(5) ein Primelement fur das tiber 23 gelegene 
Primideal in fi ist, und da der Grad von fifi,/ti% gleich der Norm von 
pm ist, gilt somit 
Qms = na,[I mol. (7.20) 
Wir wtihlen weiter ein o E bp’ + “\p’ + m + ’ mit 
81&o 3 1 mod p”. (7.21) 
Dann sind die Automorphismen von H/I@ gegeben durch 
6, := o( 1 + 8Zwa), MEP -“‘,amodC), (7.22) 
und dies sind im Hinblick auf (7.17) such die Automorphismen von 
&CT,/&, . Sei weiter L E K( 1) mit 
I z p. (7.23) 
Dann zeigen wir, gesttitzt auf (7.20), daD fur i > 0 durch 
zi :+ 1 &,W(LY)iC,. 
aftp-m 
amodC 
(7.24) 
Elemente aus Aaaa,~zi g e g eben sind, wobei E, und K’(U) die in Satz 5.4 und 
(5.6) angegebenen Bedeutungen haben. Hierzu geniigt es wegen (7.20) zu 
zeigen, darj fur alle k > 0 
W(C)” qEDfi& (7.25) 
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gilt, und dies ergibt sich, da nach Satz 5.1 und (7.21) 
W((y=z= W((+a)k 
ist, sofort aus Satz 5.3 und Satz 5.5. 
Wir setzen nun 
K-~ 2 
B:=D&a,+ c q&r; 
i=O 
mit 
g= /Cl = (hi?,:&,) 
und berechnen die Diskriminante 
d = d,,,,& EB). 
Aus der Definition von B und den zi ergibt sich zunlchst 
d= (det(M))2 ~-2m(R-“d/S~~,A~(~(r)~~G)) 
~(det(M))23.~‘“‘R~‘)+2mR 
mit der Matrix 
M= 
‘1 
m 
01; 
. . . . 
0 i W(a) ... W(a)“-’ 
. . . . . 
,o i ; 
(7.26) 
(7.27) 
(7.28) 
(7.29) 
(7.30) 
crap-“\D, crmod0, (7.31) 
wobei z die Assoziiertheit in CIfiaa bedeutet. Mit Riicksicht auf Satz 5.4, 
(5.10) und (5.15) ist nun 
und somit 
(7.33) 
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Denselben Wert findet man (vgl. [9]) iiber die Fiihrerdiskriminanten- 
formal fur fi/K und i@/K such fur die Relativdiskriminante von fiA?,/fiS. 
Es folgt 
~Ati,=~Bd~~Efi~~ (7.34) 
und damit 
62, = Dfi& und &=B. (7.35) 
Damit ist im Fall p 12 fur die Erweiterungen (7.10) eine Zahl 8 E N mit 
eA N,M = fIN konstruiert. Verwendet man nun anstelle des Fueter-Modells 
das Model1 von Deuring, so kommt man zu demselben Ergebnis im 
Fall p i 3. 
Wir miissen nun noch zeigen, da13 man in (7.6) das Produkt 
8, = n 8; (7.36) 
durch jede Zahl 8 E XI, mit 
fur alle x E X,(,,,, 
ersetzen kann. Hierzu beachte man, daI3 einmal 
dNIM(eANIM) = diWAN,,d n (R xl2 
x t XC(N/MI 
(7.37 
(7.38 
gilt, andererseits nach Konstruktion von f!Ii 
v4,~~) = P;’ fur alle xi E XGCN,,M, 
ist, und daB hieraus wegen (7.4) 
vb a$ fur alle 1 E X,,,,, 
folgt. Fur jedes I3 mit (7.37) hat man daher 
&p,(eArv,,d = d,,(bA,v,,) = d,, 
und somit 
8A -sJN. N/h4 - 
(7.39) 
(7.40) 
(7.41) 
(7.42) 
641/39!3-6 
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Zur Kiirperkfasse 2.4). Wir geben hier zwei Beweise. Der erste Beweis 
benutzt die Ergebnisse der Kijrperklasse (2.2), und der zweite Beweis 
kommt ohne die Modelle von Fueter und Deuring aus. 
1. Beweis. Wir wtihlen eine zu g teilerfremde Primzahl I# 2, die in K 
zerlegt ist und betrachten die Erweiterungen 
fi = KUS), fi= K(Ig*) 
N= K(9), M = K(g*). 
(7.43) 
Es besteht die Isomorphie 
G(fi/ti) s G(N/M) 
(7.44) 
g++dN 
und wenn E EN die Eigenschaft von Satz 2.1 fiir N/M hat, so hat E diese 
Eigenschaft such fiir die Erweiterung H/A?. Folglich gilt 
EA,+,~ = Dh (7.45) 
und daraus folgt wegen (7.44) 
EA -ON. NIM - (7.46) 
2. Beweis. Wie beim Beweis fiir die Kiirperklasse (2.2) geniigt es, wenn 
wir im Fall 
g = bp’+‘“, g* = f-v’, P :, 26 (7.47) 
mit einem Primideal p und einem ganzen Ideal b fiir 
N= K(g), M=K(g*) (7.48) 
ein Element E EN konstruieren mir 
EA -n,. N/M - (7.49) 
Hierzu betrachten wird die Erweiterung 
lv= K(gij*), xf= K(g*g*). (7.50) 
wobei wegen p #ii die Isomorphie 
G( &I?) 7 G( N/M) 
(7.5 1) 
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besteht. Es geniigt daher, wenn wir fur die in Satz 2.1 konstruierte Zahl 
EEN 
&A,+,& = D)A (7.52) 
beweisen. Hierzu bestimmen wir AN,~ iiber ihre lokalen Komponenten A^, 
fur alle Primideale 2? von &. Dies ist leicht durchzufiihren. weil ti wegen 
m < r die Einheitswurzeln der Ordnung 
n:=p”, p = Norm von p, 
enthalt. Wir zeigen nun mit G = G(fi/&) 
(7.53) 
2 
B 
= %I$, 
i 
fals 23 i g, 
die Maximalordnung in &, G, falls 23 I 9 (7.54) 
und &a, = D~Q~. 
Hierzu beachte man zunachst, da0 nach Satz 2.1 mit der Charaktergruppe 
X von G 
dfi,~(&(D&&)) z n (E, x)2= (g/g*)2’fi:M’ (7.55) 
X6X 
gilt, woraus sofort der erste Teil von (7.54) folgt. Im Fall 23 1 g betrachten 
wir die Maximalordnung & in &,G. Da L@% die n-ten Einheitswurzel 
enthalt, ist 
&= C Da*e, 
XEX 
und aus Satz 2.1 folgt 
mit e,= t 1 j(a)o 
ace 
(7.56) 
(7.57) 
Denselben Wert lindet man iiber die Fiihrerdiskriminantenformel von fi/K 
bzw. Q/K such fur die Relativdiskriminante von pfie/fiB, und daraus 
folgt die Aussage von (7.54) im Fall 23 1 g. 
Zu den Kiirperklassen (2.3), (2.5) und (2.6). Hier erfolgt der Beweis 
analog zum ersten Beweis von Satz 2.3 fur die Korperklasse (2.2). 
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